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01. ( ) We define and study Milnor $K$-groups $K(k, G_{1}, \ldots, G_{r})$
attached to a finite family of semi-Abelian varieties $G_{1},$ $\ldots,$ $G_{r}$ over a field
$k$ ( ) In the philosophy of $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{s}_{7}$ our $K$-group $K(k_{7}G_{\mathrm{I}}, \ldots, G_{r})$ should
be interpreted as follows. ( ), the Milnor $K$-group $K_{r}^{M}(k)$ is thought
of as the ‘motivic cohomology’ $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\lambda 4_{k}}^{r}(\mathbb{Z}.\mathbb{Z}(r))$ , where $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}\mathrm{r}_{k}$ means the
higher extension for the category $\mathcal{M}_{k}$ of motives over $k$ . ( ), Deligne
construct 1-motives $G_{i}[-1]$ over $k$ from $G_{i}$ . I expect that $K(k, G_{1}, \ldots, G_{r})$
is isomorphic to $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\mathcal{M}_{k}}^{r}$ $(\mathbb{Z}, G_{1}[-1]\otimes\ldots\otimes G_{r}[-1])$ .
[Org04] ( $\mathrm{c}.\mathrm{f}$ [biCa])
02([RiCa] 3.4, [Org04] Theoreme 3.4.1).
$\mathcal{D}^{b}$ (l-IsoMot(k))\rightarrow Iso $\mathrm{D}\mathrm{M}$ gmeff (k) .
0.3.
$k$ abel $G_{1},\ldots,G_{r}$
$K(k, G_{1} , ...G_{r})\mathbb{Q}arrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{I}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{D}\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}^{\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}}(k)}\sim(\mathbb{Z}, G_{1}\otimes\ldots\otimes G_{r})$
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$\nabla$ 1-motif $G_{1},$ $\ldots,$ $G_{r}$ 02 Iso $\mathrm{D}\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}^{\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}}(k)$
04. notaiton $k$ $G_{1}=\cdots=G_{r}=\mathrm{G}_{m}$
( $\mathrm{c}.\mathrm{f}$. [BKcon] Theorem 3.4 $+[\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}\mathrm{T}\mathrm{h}]$ Proposition 3. 1.11 $+$
[TriCa] $)$
$f_{I\backslash }\not\in$ Bruno Kahn
1
notation
1.1 abel Milnor $K$
LL $k$ abel $G_{1},\ldots,G_{r}$
$K(k, G_{1}, \ldots, G_{r})=$ . $\mathrm{W}\mathrm{e}\mathrm{i}1\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{B}\text{ }\not\in \text{ _{}\backslash }^{\mathrm{g}_{\acute{\nearrow}}}\mathrm{B}\nearrow\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash 2_{\Delta \mathrm{a}^{\backslash }}^{\mathit{1}\iota_{J}}$ $\}$
$G_{1}(L)\otimes\cdots\otimes G_{r}(L)\ni a_{1}\otimes\cdots\otimes a_{r}$ $\{a_{1}, \ldots, a_{r}\}_{L/k}$
L2. $G_{1}=\cdots=G_{r}=\mathrm{G}_{m}$ Milnor $K$ $K_{r}^{M}(k)$
$x^{\tau}\mathrm{f}_{r}^{M}(k)\ni\{a_{1}, \cdots, a_{r}\}\vdash+\{a_{1}, \ldots,a_{r}\}_{k/k}\in K(k, \mathrm{G}_{m}, \cdots, \mathrm{G}_{m})$
L3. $C$ $k$ $k$
$K$ ( $k$ , Jac $C,$ $\mathrm{G}_{m}$ ) $\ni\{a, b\}_{E/k}‘arrow \mathrm{N}_{E/k}(a\cdot b)\in V(C)$
$V(C)$ S. Bloch ( $\mathrm{c}.\mathrm{f}$. [Blo81])
$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\oplus k(x)^{\mathrm{x}^{\Sigma \mathrm{N}_{k}}}\prec^{(x)/k}k^{\mathrm{x}}\}$











: $k$ smooth scheme
$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(Y, X):=$ { $Y$ $X$ }
$X\otimes Y:=X\mathrm{x}Y$
$K$ smooth scheme $f$ : $Xarrow Y$ $f$
${}^{t}f$ : $Yarrow X$ SmCor(k) $s(\Gamma_{f})\in$
$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{C}\text{ }\mathrm{r}(k.)(Y, X)_{\text{ }}$
$s:X\cross Yarrow Y\mathrm{x}X$ switch
15. $k$ motif $\mathrm{D}\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}(k)$
$\mathrm{D}\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}(k)=\mathrm{D}\mathrm{M}_{\mathrm{g}\iota \mathrm{Y}1}^{\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}}(k)[\mathbb{Z}(1)^{-1}]$












$\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}(^{t}\mathrm{i})$ : $\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}K)arrow \mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}L)$
$\mathrm{N}_{L/^{s}K}$
$k$




$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}K), \mathbb{Z}\{n\})arrow\sim K_{n}^{M}(K)$ .
( $\mathrm{c}.\mathrm{f}$. [BKcon] Lemma 3.4.4.)
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17. Tate $\mathbb{Z}(1)$ bundle
$\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}(\mathrm{P}^{1})=\mathbb{Z}\oplus \mathbb{Z}(1)[2]$
$\mathbb{Z}(1):=\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{y}$
$\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}$( $\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}(\mathrm{P}^{1})$ Mg r.) $\mathbb{Z})[-2]$






18. ($c.f$. $[Voe\mathit{0}\mathit{2}f$ )
$k$ , $B\in \mathrm{D}\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}^{\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}}(k)$





$C$ Q Iso $C$
Ob Iso $\mathrm{C}=\mathrm{O}\mathrm{b}C$
$\mathrm{H}_{\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{I}\mathrm{s}\text{ }\mathrm{C}}}(-, -):=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{C}(-, -)\otimes_{\mathbb{Z}}\mathbb{Q}$
-1. 10 (l-motif).
$k$ 1-motif l-Mot(k) $C((\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}k)_{fppf})$ k-
scheme 1
$M=[Xarrow S]$
$X$ -1 \’etale local
Abel $S$ 0 Abel
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1.11 $(\mathrm{I}-\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{f})$ .
Iso l-Mot (k) l-IsoMot (k) l-IsoMot (k) l-isomotif
1.12. $(fOrg\mathit{0}\mathit{4}f\mathit{3}.\mathit{2}.\mathit{2}_{\text{ }}\mathit{3}.\mathit{2}.\mathit{4})$













( Weil $(\mathrm{c}.\mathrm{f}$ . [Wei67]Ch. $\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}$ $n^{\text{ }}4)$ )
Milnor $(\mathrm{c}.\mathrm{f}. [\mathrm{M}\mathrm{i}170])_{\text{ }}$ Bass Tate $(\mathrm{c}.\mathrm{f}.[\mathrm{B}\mathrm{T}73])_{\text{ }}$
Suslin Milnor $K$
.
22. (Milnor $K$ $c.f$. $[Sus\mathit{8}\mathit{2}]$)
$K$ $k$
$n$
$K_{n+1}^{M}(K)arrow\oplus\partial_{v}\oplus K_{n}^{M}(k(v))\Sigma$N )’k $K_{n}^{M}(k)$
$v$
2.3. Milnor $K$ motivic cohomology
$F$
$K_{n}^{M}(F)=\mathrm{H}_{\mathcal{M}}^{n}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}F, \mathbb{Z}(n))$
( $\mathrm{c}.\mathrm{f}.$ [BKcon] Theorem 34)





22 notahon motif pro- $\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}- \mathrm{D}\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}(k)$
$\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}k)\{1\}arrow\prod\Sigma \mathrm{N}_{k(v)/k}\{1\}\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}k(v))\{1\}arrow \mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}K)\Pi\partial_{v}$
25. statement ?
motif $A\in \mathrm{D}\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}(k)$ $\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}(X)=\{\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}(X_{l}|)\}_{i\in I}\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}- \mathrm{D}\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}(k)$
motivic cohomology o
$\mathrm{H}_{\mathrm{A}4}^{\mathrm{n}}(X, A(q))=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{j}\lim \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{D}\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}(k)}(\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}(X_{i}), A(q)[n])$.
$k$ L8 motif
$n$ $q$
$\mathrm{H}_{\mathrm{A}4}^{n+1}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}K, A(q+1))\oplus\partial_{v}arrow\oplus \mathrm{H}_{\mathcal{M}}^{n}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}k(v), A(q))4^{v)/k}\mathrm{H}_{\mathcal{M}}^{n}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}k, A(q))\Sigma \mathrm{N}_{k}$
$v$
24
26. (fMotInf Corollary 5.25)
$k$ m0tif Mitnor $K$
2.7. $0.4_{\backslash }1.6$ 25 pro-





( [MJ1] 2.13 )
$k$
. 28 . ($fMotIn]$ Iheorem 5.18)
motif
3 Jacobi
23 Milnor $K$ motivic cohomology





$\mathrm{D}\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}^{\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}}(k)$ [IkiCa] Voevodsky $\text{ _{}\overline{\overline{\overline{\overline{\mathrm{p}}}}}\mathrm{R}\mathrm{f}\grave{\mathrm{l}}}^{\Delta}$
$\mathrm{D}\mathrm{M}_{-}^{\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}}(k)$
$\mathrm{D}\mathrm{M}_{\mathrm{g}\mathrm{m}}^{\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}}(k)$





31. $Sm/k$ transfer Nisnevich SmCor(k) abel
$Sm/k$ Nisnevich
$\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{v}_{\mathrm{N}\mathrm{i}\mathrm{s}}$ (SmCor(&)) transfer Nisnevich
32. $k$ smooth scheme $X$ $\mathbb{Z}_{\mathrm{t}\mathrm{r}}(X).--\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{S}\mathrm{m}\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{r}(k)}$ $($ ?, $X)$
transfer Nisnevich $(\mathrm{c}.\mathrm{f}.$ [EiCa] Lemma 3 $1.2)_{0}$
3.3. $\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{v}_{\mathrm{N}\mathrm{i}\mathrm{s}}$(SmCor(k)) ( abel ( $\mathrm{c}.\mathrm{f}.$ [TriCa] Theorem 3.1.4)
$D^{-}$ ( $\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{v}_{\mathrm{N}\mathrm{i}\mathrm{s}}$(SmCor(k))) $k$
effective motivic DM -(effk) cohomology
$\mathrm{A}_{\mathrm{k}^{-}}^{1}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{y}$
$k$ $\mathrm{D}\mathrm{M}_{-}^{\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}}(k)$
$(\mathrm{c}.\mathrm{f}.$ [TriCa] Proposition $3.1.13)_{0}$
SmCor(k) $\mathrm{A}_{\mathrm{k}}^{1}$-homotopy $X\in Sm/k$
$X><\mathrm{A}_{\mathrm{k}}^{1}arrow X$
$F(X)arrow F(X\mathrm{x}\mathrm{A}_{\mathrm{k}}^{1})$
$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash }--\ovalbox{\tt\small REJECT}$
$\mathrm{D}\mathrm{M}_{-}^{\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}}(k)$
3.4. $\Delta$ . $Sm/k$ $\mathrm{E}^{\backslash }$ {B $Sm/k$ transfer
$F$ $Sm/k$ $\mathrm{f}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\overline{\mathrm{l}}}^{\succ}l\Phi$ $C_{n}(F)=\underline{\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}}(\Delta^{n}, F)$
$\Delta$ .
$F$
$k$ 7–.$\overline{\mathrm{z}}$ $Sm/k$ transfer $F$ $C_{*}(F)$
cohomology $h_{i}(F)$ Nisnevich $h_{i}^{Nis}(F)$ ( $\mathrm{A}_{\mathrm{k}^{-}}^{1}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{y}$
( $\mathrm{c}.\mathrm{f}.$ [TriCa] Lemma 3.2.1).






$\mathrm{D}\mathrm{M}_{-}^{\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}}(k)=D^{-}(\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{v}_{\mathrm{N}\mathrm{i}\mathrm{s}}(\mathrm{S}\mathrm{m}\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{r}(k))/\langle$$\mathrm{A}_{\mathrm{k}}^{1}-\mathrm{b}\circ \mathrm{m}\text{ }\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{y}$ $\rangle$
( $\mathrm{c}.\mathrm{f}.$ [EiCa] Proposition 323)





36 ( $c.f.$ [TriCa] Theorem 32.6)
1, $\mathrm{i}$ dense
$L$








3.7. $k$ $k$ smooffi ($C_{\mathrm{I}},$ $x_{1,}1,\ldots,(C_{r}, x_{r})$ motivic
$\mathbb{Z}((C_{\mathrm{I}}, x_{1})\Lambda\ldots\Lambda$ ( $C_{r}$ ,xr) $)$ $\mathbb{Z}$ ( $C_{1}\Lambda\ldots$ A $C_{r}$ )
$\mathbb{Z}(C_{1}\Lambda\ldots\Lambda C_{T})=C^{*}(\mathbb{Z}_{\mathrm{t}\mathrm{r}}(C_{1}, x_{1})\otimes\ldots\otimes \mathbb{Z}_{\mathrm{t}\mathrm{r}}(C_{r}, x_{r}))[-r]$
38. $\mathbb{Z}(\bigwedge_{i=1}^{r}(C_{i)}x_{i}))$ $X\in Sm/k$ Zarisski
motivic cohomology $\mathrm{H}_{\Lambda 4}^{n}(X,\bigwedge_{i=1}^{r}(C_{i}, x_{i}))_{\text{ }}$
$\mathrm{H}_{\mathcal{M}}^{n}(X,\bigwedge_{i=1}^{r}C_{r})$ Zariski $\mathrm{t}|[perp]"\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{R}$ motivic $\mathbb{Z}(\bigwedge_{i=1}^{r}(C_{i}, x_{i}))$ hyper
cohomology :
$\mathrm{H}_{m}^{n}$ ( $X, \bigwedge_{i=\mathrm{I}}^{r}$ (C$i$ ’ $x_{i})$ ) $= \mathbb{H}_{Zar}^{n}(X_{?}\mathbb{Z}(\bigwedge_{i=1}^{r}(C_{i}, x_{i})))$
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39. [TriCa]
$\mathbb{H}_{Nis}^{n}(X, \mathbb{Z}(\bigwedge_{i=1}^{\mathcal{T}}(C_{i}, x_{i}))|x)=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{D}\mathrm{M}_{-}^{\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}}(k)}(M(X), \mathbb{Z}(\bigwedge_{i=1}^{\Gamma}(C_{i}, x_{i}))[n])$
$k$ [CohTh] Proposition 3111.
$\mathbb{H}_{Zar}^{n}(X,\mathbb{Z}(\bigwedge_{i=1}^{r}(C_{i}, x_{i}))|x)=\mathbb{H}_{Nis}^{n}(X, \mathbb{Z}(\bigwedge_{i=1}^{r}(C_{i},x_{i}))|_{X})$
3.10. $(C, x)$
$\mathrm{H}_{\mathfrak{U}J}^{1}(k, (C, x))=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\mathrm{C}\mathrm{H}_{0}(C)arrow \mathbb{Z})\deg$





$(C, x)$ ne compact $(\overline{X}_{7}X_{\infty})$
$\mathrm{H}_{\mathcal{M}}^{1}(k_{7}(C, x))=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}(\overline{X}, X_{\infty})arrow \mathbb{Z})\deg$
$\mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}(\overline{X}, X_{\infty})$ Picard
$\mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}(\overline{X}, X_{\infty})=$ { $(\mathcal{L},$ $t);\mathcal{L}$ : X- $t:X_{\infty}$ } $/$
$\otimes$ , i.e., $(\mathcal{L}, t)\otimes(\mathcal{L}_{2}’t’)=(\mathcal{L}\otimes \mathcal{L}’, t\otimes t’)$ $\mathfrak{s}_{\sqrt}\mathrm{a}$
$k$




$K$ ( $k$ , Jac $C_{1},$ $\ldots,$ $\mathrm{J}\mathrm{a}\mathrm{c}C_{n}$ ) $arrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{D}\mathrm{M}_{-(k)}^{\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}}}(\sim M(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}k), \mathbb{Z}(\bigwedge_{i=1}^{n}C_{i})[n])$
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